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H　亡分布
1．亡分布の定義と亡分布の性質
　母平均μ、母分散σ2より、大きさπの標本変量濁，濁，…　　，瓦を取り
出して標本平均Xという統計量をつくる。Xの標本分布は、母集団が正
規分布のときはもちろんのこと、たとえ母集団は正規分布でなくとも、標
本の大きさ％が25以上であれば中心極限定理より、漸近的に正規分布に
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　従うことがわかっている。ヌの分布はほぼN（μ，豆）に従う。したがっ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n
て、Xを標準化した次の変数は、以下に示すように、
　　児一μ
　　　σ　～N（0，1）　　　　　　　　　　　　　　　（1）
　　布
標準正規分布に従うことになる。この関係を実際に応用するときの困難
は、一般に母集団の分散σ2が不明であるという点である。母集団の性質、
特にその母数を知りたいために標本を観察し、それを通じて母集団の平均
値や分散を推定しようとしているのであるから、母分散σ2がわからない
のは当然のことである。このようなとき、標準化という操作をどのように
考えればよいか。その場合、母分散σ2の不偏推定量は
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　　　　　1　n　　δ2＝n－1署（及一π）2　　　　　（2）
となるので、その正の平方根であるδを代用する。この不偏推定量を用
いて（1）式に代入したっぎの式は、自由度φ一n－1の‘分布に従う。
　　　　　　　7一μ
　　孟二　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）　　　　　1　　　　　　　Σ（x、一π）2
　　　　n（n－1）∫11
　この式で定められる確率変数6を、‘分布と呼んでいる。このとき‘変
数の確率密度関数は次の式で与えられることが証明されている。
　　　　　　ψ＋1　　　　　F（一）　　21　　　　　　2オー皿（φ＋1）　　　一〇c＜6＜Oc　∫（ご）ニ　 　（1＋一）2　　　　琢r（逆）　φ
　　　　　　　2
また、孟変数の平均E（‘）、分散V（t）はそれぞれつぎのようになる。
1鴇loψφ≧3｝　　（4）
　　　　　　α㌃2
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1図　自由度φ＝1，3，10の亡分布のグラフと、標準正規分布のグラフ
　（3）式で定められる分布を自由度φ一n－1の凌分布という。6分布の
　　　　　　　　　　ハ自由度は分母にくるΣ（瓦一π）2の自由度によって決まってくる。
　　　　　　　　　メヌユ　κ2分布の場合と同様に、‘分布も母集団分布が正規分布であるという正
規性の条件に対して、頑丈な分布である。この分布の形は、平均値0の対
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称分布であり、標準正規分布と同じような対称分布となるのである。しか
し、標準正規分布よりも若干散らばりが大きく、nが小さいほど分布の散
らばりは大きい。‘分布の形は自由度φの大きさによって変化し、標本の
大きさが大きくなるにつれて‘分布は1図のように正規分布の形に次第に
近づいていく。自由度が1、3、10の場合にっいて、それぞれを正規分布
と比較したものを1図に示してある。大雑把ではあるが、同図からも標準
正規分布との違いがどの程度かがわかる。この図からも、‘分布は自由度
が大きくなれば標準正規分布に近づきη＞25ならば6分布を標準正規分布
で近似しても誤差は非常に小さいことがわかる。したがって、母分散が未
知の場合でも、標本が大きいときには、実際に正規分布を近似的に使用で
きる。‘分布は基本的に母分散が未知でしかも小標本の場合に使われる。
変数は‘がαの上側確率に対応する汐よりも大きい確率は、
　　P（1＞1α）一∫。。∫（∫）読
　　　　　　　　α
である。したがって、変数孟の絶対値が‘、を超える確率は、分布が0を中
心に左右対称であるから、
P（1∫1＞オα）一2×∫。。∫（1）漉
　　　　　　　　　　α
で計算される。しかし、この確率は標本の大きさ％の値によって変わる
から、‘分布表は自由度φ一n－1の種々の値と、実用上よく使われる確
率αの若干の値との組み合わせに対する‘、の値の表として、汐分布表がっ
くられている。
　付表の‘分布表より、いくつかの‘の値を見つけてみよう。この値は自
由度φと上側確率αによって決まる。たとえば、φニ20とα一〇．01、φ一
25とα一〇．05の6の値を求めると、
　　‘o．01ニ2．528、　‘o，05ニ1．708
となる。また、自由度φ＜30のとき、つぎの補間法で求める。φの逆数
について比例配分する。たとえば、φ一38に対する‘の値は、つぎのよう
になる。
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　　　　　　　　　　　　　　1　　1　　　　　　　　　　　　　（　一　）∫α・・一∫8言10＋朧0一∫8言10｝羊箏
　　　　　　　　　　　　　（　一　）
　　　　　　　　　　　　　　30　40
　　　　　　　　　　　　　　　　96　　1。．。5＝L697＋（1．684－L697）×一＝L686
　　　　　　　　　　　　　　　　114
　一般に、孟値の補問法公式は、φ1＜φ〈φ2のとき、つぎのとおりである。
　　∫淫一碧＋｛ご夢一∫2／（■一⊥）／（⊥一⊥）
　　　　　　　　　　銘　φ　偽　φ2
　次に、孟分布を使う推測統計である推定および検定について見ていくこ
とにしよう。‘分布で1変数で使用する推測統計については、参考文献4
のp217からp229を参照してください。ここでは、2つの平均の差の検定
についてのみ見ていくことにしよう。
2．2つの平均の差の検定
　2つの平均の差に関する検定は、（1）母分散が既知の場合、（2）母
分散が未知で等しい場合、（3）母分散が未知で等しいかどうかがわから
ない場合について考えていくことにする。1組の標本での‘分布について
は、参考文献4のp221～p226を、さらに以下に説明する平均の差の検定
の（1）と（2）はp229～p237を参照されたい。
　（1）母分散が既知の場合
　2つの正規母集団があり、一方はN’（μ1，σ1）他方はN（μ2，σ1）に
したがっているとしよう。いま、N（μ、，σ1）の母集団からのn個の標
本変量を瓦1，渇2，…　　，渇。1とし、その平均をX1とすると、
　　＿X＋X＋．＿＋X　　Xニ11　12　　1nl　　　l　　　　　　　　n1
の標本分布はN（μ1，σ鉱）に従う・同欄こ、N（μゐσ1）の母集団か
らのn個の標本変量を、濁、，濁2，…　，濁。2とし、その平均をX2とす
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ると、
　　＿　　X　十X　十＿。．．十X　　X＝21　22　　2n2　　　2　　　　　　　　　n2
　　　　　　　　　　　の標本分布はN（偽σ苑）に従う。　　　　　　　　　　　、　、
　　　　　　一　　　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ1　　σ2　このとき、X1－X2という平均の差の統計量はN（μrμ2，　＋　）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nl　　n2
に従うことが証明されている。したがって、X1－X2を標準化したつぎの
変数
　　Z一（X1』X2）一（μ1一μ2）一（X1－X2）一（μ1一μ2）
　　　　　　　偏　　磨　　（5）
は、N（0，1）に従うことになる。
　例題1　A地区の16人の学生の知能指数IQは平均72、B地区の学生14
人の学生のIQは平均77であった。両地区のIQ分布はそれぞれ正規分布
に従っており、過去の経験からA地区の標準偏差が10、B地区の標準偏
差が8であることがわかっているものとする。両地区の学生のIQには差
があるか、有意水準5％とする。
　A地区とB地区の学生の平均IQに差があるかどうかであるから、仮説
をつぎのように設定する。
　　H6：μ1＝μ2
　　H1：μ1≠μ2
したがって、μ1一μ2ニ0であり、X1－X2はつぎの2図のような正規分布
に従う。よって、
気一悪一蘭　29
　　Z一（奥一X2）一72－77一一1．52
　　　　σ＿＿　　　3．29　　　　　×1－X2
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喋・姜） Z～N（0，1）
　　一5　　0　　　　6．45名一晃2
－6．45
（a）x1一x2の標本分布
　　／一1．520　　1．96z
－1．96
　　（b）標準正規分布
2図
すなわち、Zニー1．52＞Z一一1．96であるから、この場合、有意水準α
ニ5％であるから、このときの棄却域は0から1．96σ一1．96×3．29＝6．45
以上離れた横軸上の両側のすべての範囲からなり、2組の標本から、X1
－X2ニ72－77一一5が得られたが、この値一5はこの検定の採択域には
いっているから、帰無仮説を採択することになる。
　この例題のように、母集団が正規分布にしたがっていれば、標本の大き
さが小さくても分散がわかっていれば正規分布に従うけれども、標本の大
きさが小さく母分散が未知であれば、差の分布は正規分布ではなく‘分布
に従うことになる。
　（2）母分散が未知で等しい場合
　2つの正規母集団があり、これらの母平均値はそれぞれ未知である。し
かし、母分散については、互いに等しいことがわかっているが、その値に
ついては未知である。このとき、2っの母集団の母平均値は等しいか否か
にっいて検定しよう。
　まず、一方の母集団分布はN（μ、，σ1）、他方の母集団分布はN（μ2，
σ1）としよう。未知だが、共通の分散をσ2とすると、ここではσ1ニσ1ニ
σ2。両側検定のときの仮説は次のように設定される。
　　H6：μ1＝μ2
　　H1：μ1≠μ2
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　σ1、σ1が既知あるいは未知であっても％1、児2が十分大きければ、2っ
の平均値の差の検定で使った標準正規分布を使った方式で検定することが
できるが、ここではσ1、σ1が未知で標本の大きさがπ1、n2はともに小さ
い小標本の場合である。瓦、濁の標本分散をそれぞれ
　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　Σ（X、一π）2　　　　　　Σ（奥一ヌ）2
　　S～」＝1　　　　　　　　S∫＝∫＝1
　　　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　　　　　　　l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l
とおくとき、
　　＾2　　　1　　σ＝　　（n、S～＋n2S∫）　　　　　　（6）　　　　n1＋n2－2
となる。このδ2は結合分散と呼ばれている。σ1一σ1一σ2であるから、
（5）式は（6）式のδを代入して、結合分散を考慮すれば、Xl－X2を
標準化したつぎの変数は、σ1、σ1、未知の場合、
　X1－X2一（μ1一μ2）　　　　　X1－X2一（μ1一μ2）∫＝　　　　　　　　＝　　　　　　　　　　　　　　　　（7）　　　δπ＋毒）稿＋羨一，＠s1＋嬬）（斎＋毒）
であることが証明されている。したがって、σ1＝σ1＝σ2であるから、
（6）式はσ1、σ1のかわりにδ2を代入するとこうなる。ここで、Ho：μ1
＝μ2の場合、（7）式は
　　　　X1－X2　　　×1－X2　　（n1＋n2－2）nln2∫＝彊）＝雨仏＋砺（8）
となる。（7）式も（8）式も分散が未知であるから白由度π1＋n2－2の
6分布に従う。また、σ1とσ2が未知だが等しい場合、（7）式を変形して
信頼係数（1一α）×100％に対する差μ1一μ2の信頼区間は、
（瓦一ろ）ゾ凧＜（刷＜（璃＋婦＋毒（9）
となる。
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例題2　ある企業ではメーカーの異なる電球A、Bについて、寿命検査
を行って次のような結果を得たとしよう。A、B両電球の間に差があるか
どうかを、有意水準5％で検定してみよう。ただし、母分散は未知だが等
しく、それぞれの標本は独立な正規母集団から抽出されたものと仮定す
る。
電球A　　　　　　　一n1＝25 　　×1＝1200　　　s1＝40
電球B 　　　　　　　一n2ニ16 　　×2＝1150　　　s2ニ36
　AとBに差があるかどうかであるから、両側検定として仮説を次のよう
に設定する。
　　H6：μ1＝μ2
　　H1：μ1≠μ2
　ここで、2つの標本による結合分散式より6・を次のように求める。
δ一嘉一屡一摩一395
次いで、（7）式の‘統計量の値を求めると、次のようになる。
　　　　　夙一晃2　　1200－1150　　∫＝　　　　　　　　　　＝　　　　　　　　　　　＝3．95　　　δ偏395颪
これに対して、自由度n1＋κ2－2－39、有意水準5％に対応する棄却域
と採択域の右側の境界値は、自由度を40とみなして6分布表より、
　　‘o．025＝2．021
を得る。両側検定であるから、
　　‘＝3．95　　＞　　改o，025＝2．021
2．5％ 2．5％
一2．021　　　　　　0　　　　　　2．021　　3．95　　‘
　3図　自由度39の亡分布
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となって、観察された‘の値3．95は、3図のように棄却域にはいってい
る。ゆえに、帰無仮説Hoを棄却する。したがって、AとB電球の間には、
有意差があると考えてよい。すなわち、Aの電球の平均寿命がBの電球
のそれよりも優れているといえる。
　それでは、その差はどれぐらいであるか。差の推定をするために、ま
ず、平均差μrμ2はX1－X2で点推定される。Xr　X2－1200－1150ニ50
であるから、A社の電球の寿命は、B社のそれよりも平均50時問ほどいち
おう長いと考えてよい。続いて、差μrμ2の95％に対する信頼区間を求
めてみよう。（9）式にそれぞれの数値を代入して、
5・一2－95颪く角一腕＜5・＋Z・21×395轟
　　24．44＜　　μ1一μ2　＜　　75．56
したがって、A社とB社の電球の寿命の差は、信頼係数95％に対して
24．44時間から75．56時間の間であると考えてよい。
　例題3　A、B2大学のある学部の学生に同じテストを行って、次の結
果を得た。
　　　　　　X1＝70　　s1＝12　　　×2＝65　　s2ニ15
　添字1はAを、添字2はBを示す。また、A、Bの学生数はそれぞれ
10名と15名で、n1、κ2ともに小さい小標本である。この2っの無作為標本
から判断して、A大学の学生のほうが優秀であるといえるか。有意水準
5％とする。ただし、成績の分布が正規分布に従うものと仮定する。
　例題2と同じように等分散♂一σ1として、次のように検定を行う。こ
の場合少なくともμ、＜μ2ではありえないとして、次のような右片側検定
を行ってみよう。
　　H6：μ1＝μ2
　　H1：μ1＞μ2
　まず、結合分散の計算を経ないで直接（6）式にそれぞれの数値を代入
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して‘の値を求めると次のようになる。
　　　　　（70－65）　　（10＋15－2）×10×15　　∫＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝0．85
　　　　10×122＋15×152　　　　　　10＋15
　これに対し、自由度n、＋％2－2－23、有意水準5％に対する正の境界
点あ．05＝1．714を得る。孟の値と正の境界点の大小を比較すると、
　　孟＝0．85　　＜　　姦〕．05ニ1．714
5％
　　　　　0　　0．85　1．714　　　　‘
4図　自由度23の亡分布
となって、観察された‘の値0．85は、4図のように、採択域にはいってい
ることになる。ゆえに、帰無仮説Hoを採択する。したがって、A大学の
学生のほうがB大学の学生よりも優秀であるとはいえない。別言すれば、
この2標本は、有意水準5％から見て学力の異なる母集団からのものとみ
なすことができない。
　さらに、3っ以上の平均値の差の検定にっいては、分散分析で扱われる。
　（3）　母分散が未知で等しいかどうかわからない場合
　（1）～（2）までは等分散σ卜σ1を前提でしたけれども、等分散を前
提できなくても、μ、ニμ2であるかどうかを検定したいときがある。しか
し、等分散を前提できないときでも、
　　　（夙一晃2）一（μ1一μ2）（夙一晃2）一（μ1一μ2）
　　孟＝　　　　　　　　　　　　＝　　　　　　需　　需　　（10）
は、近似的に自由度
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　　　　（詳・訂
　　ψ＝　4　4　　　　（分数のときは一番近い整数値をとる）
　　　　S　　　S　　　　 　　　　　　一十　　　　奔φ身
の‘分布に従うことが解っている。たとえば、例題2でσ1一σ1かどうか
わからない場合の検定を行う。
　A：n、＝25　　X、＝1200、s1＝40、　　φ1＝24
　B：n2ニ16　　×2－1150、s2－36、　　φ2－15
　この場合、等分散であるかどうかをまず、検定する。もし、これが棄却
されなければ、H。：μ1ニμ2の検定に進む。この等分散の検定は、後述す
るF分布で詳しく扱われる。この場合、検定統計量FはF分布の（3）
式より、次のように計算される。
　　　　25×（40）2
　　　　　24　　　1667　　F＝　　　　　　　　＝　　　　　　＝1．21
　　　　16×（36）21382．4
　　　　　15
F＞1であるから・嚇表より・両側検定の右側の境界値噌（号）一
2．70を得る。
この境界点とFの値の大小を比較すると、
　　F－121＜噌（呈）一2・7・
となる。ゆえに、Ho：μ、ニμ2という帰無仮設Hoを採択する。
　さて、うえの等分散の検定の理論をうけて、μ1一μ2の検定を行う。こ
んどはσ1ニσ2（未知）と前提して、つぎの仮設を検定する。
　　｛　　　H6：μ1＝μ2
　　　H1：μ1≠μ2
　（10）式の検定統計量孟の値を求めると、
　　　　1200－1150　　1ニ　　　　　　　　＝4．04　　　厩・讐
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また、自由度は
ψニ（（響＋（響）1，ヰ，
　　　　（40）4（36）4
　　　　（　　＋　3）　　　　（24）3（15）
であるから、‘分布表より、自由度34．3の右側境界点‘。、025－2．03を得る。
すなわち、‘の絶対値と境界値の大小を比較すると、
　　1‘1＝4．04＞　60、025＝2．03
となる。ゆえに、帰無仮設Hoを棄却する。結局、例題1と同じ結論となる。
　さらに、μ、一μ2の信頼係数95％に対する差μ1一μ2の信頼区間は、（9）
式の‘が、
　　　（夙一死2）一（μ1一μ2）
　　孟＝　　　　　　需
となるから、
（職舅需＜μ一巧＜（耐＋舅需（・・）
である。この式に該当する例題2の数値を代入し計算すると、信頼係数
95％に対する（μrμ2）の信頼区間を具体的に求めてみよう。
　　　　　50－2．03×12．373＜　　μ1一μ2　＜50十2．03×12．373
　　　　　　　　　　　24．9＜　　μ1一μ2　＜75．1
となって、例題2の信頼区問とほぼ同じものが得られる。
皿　F分布
1、F分布の定義とその性質
　互いに独立な2っの変数パ、届がそれぞれ自由度φ1、φ2のカイニ乗分
布をするとき、次の式で定義される確率変数
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F＝％　　　　　　　（1）
　　　　梶
は次の式で定められるF分布をすることが証明されている。
lll憐野ド剛
　分布の平均E（F）、分散V（F）は、それぞれつぎのとおりである。
1㌶云鵠／　ω
　　　　φ1＝1
1．0
　　　2
　　　3
　　　　4
0．5　　　　　5
0　　　0．1 0．2　　　0．3　　　0．4　　　0．5　　　0．6　　　0．7　　　0．8　　　0．9　　　1．0　　　1．1　　　1．2　　　1．3　　　1、4　　　1．5
5図　F分布（1）（φ、＝1，2，3，4，5；φ2ニ2）
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1．0
0．8
0、6
0．4
0．2
0．0
30／
　25
　20
　　15
　　10
　　φ1＝5
0．0　　　　　0．5　　　　　　1．0　　　　　　1．5　　　　　　2．0　　　　　　2．5　　　　　　3．0　　　　　　　3．5　　　　　　4．0　　　　　　4．5　　　　5．0
　　　6図　F分布（2）（φ、ニ5，10，15，20，25，30；φ2＝20）
　（2）式で定められる分布を、自由度φ、、φ2のF分布という。（1）式
の㍊、溢はともに0よりも大きいから、F＞0であり、その分布の形は
2つの自由度によって非対称な分布の形が決まる。5図はφ2ニ2に対す
るφ、が1，2，3，4，5の場合のF分布であり、6図はφ2－20に対す
るφ1＝5，10，15，20，25，30の6つの一F分布を示している。この2つ
のF分布の図は、2つの自由度がともに5以下の小さい場合の図と自由
度φ2を20に固定して自由度φ1の大きさを変えている図である。
　自由度φ1、φ2はこの分布の母数である。自由度によってF分布の形が
きまるのである。自由度の任意の値の組（φ1，φ2）に対して、確率変数
Fが任意の大きさの確率Pに対応するFの値囎（P）よりも大となる確
率が、次の式で計算される。
　　P（F＞瑠（P））一職（，）∫（F）距
　瑠（P）を自由度（φ1，φ2）のF分布の上側100P点と呼ぶ。上側100P
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点が一定のときでも、瑠（P）の値は自由度φ1，φ2によって変わるので
ある。F分布の数値表は通常よく使用されるいくつかの確率P（最も多
く使われるPは5％と1％と2・5％）の値の対する畷（P）の値を自由度
φ1，φ2の種々の組み合わせに対して示している。いま、2つの正規母集
団があり、その分散をそれぞれσ1，σ1とする。各母集団から大きさn1，
n2の標本をとり、それぞれの標本分散をsl，slとする。そうすると、
％，艦はそれぞれ自由度φ1一％1－1、φ2－n2－1のκ2分布をする
から、この2つの比率をFとおくと、
評㌔3　⑥
となり、このF値は自由度n、一1、n2－1のF分布に従う。いま、この
2つの標本が同じ母集団からとられたとすると、母分散は同一であるから
σ1ニσ1であり、したがって上の比率は
F二咳一1＝Σα一㌃1　　（4）
　　　　　咳、1Σ（ア』％一1
となり、母分散を含まない統計量となる。この統計量を分散比という。分
散比は自由度nr1、％2－1のF分布をし、分散の有意差検定に応用さ
れる。
∫（F）
0 　　　　　　　4．82　　　　F
7図　自由度8，5のF分布
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　F分布は、たとえば自由度（8，5）で上側確率Pが5％にあたるFの
値はFl（0．05）＝4．82であることが7図に示されている。F分布の数値表
（出所：参考文献1p1082から1087を参照）をみると、自由度8、5のF
分布の右境界値は
　　P（F＞4．821φ1－8、　φ2－5）　一〇．05
である。F分布表は
F．％＞1
　　　　転
の場合について計算され掲載されている。F分布表をみると、自由度
（8，5）で上側確率Pが5％にあたるFの値はFl（0．05）＝4．82である
ことが7図に示されているので、自由度8，5のF分布の右境界値は、
　　P（F＞4．821φ1＝8、　φ2＝5）　一〇．05
である。したがって、これに対応してFが0から4．82までの確率は95％で
あるということである。すなわち、
　　P（0＜F＜4．821φ1－8、　φ2－5）　ニ0．95
F分布表はすべて右境界値の値しか掲載されていない。であるから、左境
界値は次のようにして見つける。左境界値をFLで示すと、
　　P（F＜FL）　ニ0．05
となるFLを見つければよいことがわかる。しかし、F分布表からFLの値
を見つけることはできない。FLの値は次のように逆数を使って求めるこ
とが出来る。
　　、P（F＜FL）　＝P（1／FL＜1／F）　＝P（1／F＞1／FL）　＝0．05
上の式をよくみると、自由度が逆になっているのである。したがって、F
分布表から、自由度5、8の5％右境界値は、3．69であるから、上の式は
　　P（1／F〉1／FL－3．69）＝0．05
と書き直せる。したがって、
　　1／FL＝3．69　　　　　　　　　FL＝1／3．69＝0．271
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であるから、自由度8、5の5％の左境界値はFL－0．271であることが判
明する。以上の説明を要約すると、F＞1である場合、Fが確率1－Pと
なるFの値を求めるためには瑠（P）の自由度を入れ替えてその逆数を計
算すればよい。すなわち、
　　　　　　　　　1　　婿2（1－P）一　　　　　　　　　（5）　　　　　　　　噌（P）
　　　　∫（F）
　　　　　　　　5％
　　　　　　　0　　0．35　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．85　　　　　　　F
　　　　　　　　　　8図　自由度12，8のF分布
の関係にある（参考文献3p163～165参照）。（5）式の畷（1－P）はF
分布表の左境界値であり、この境界値よりも小さい左の領域が下側確率と
いわれている。付表3のF分布表より、Fl2（P）の値から下側確率F（1
－P）を求めてみよう。
　　Fl2（0．05）一3．28
である。これに対応する左境界値は次のようにして求めることができる。
まず、自由度を逆にして、Fl2（0．05）の値を求める。F分布表より、Fl2
（0．05）一2．85である。したがって、（5）式より
　　Fl2（0．05）一1／Fl2（0．05）一1／2．85－0．351
となる。Fl2（0．95）一〇．351の値は、8図の左側に示された位置になる。
以上の説明からわかるとおり、F表の値はすべて1よりも大きいのであ
る。Fの最小値は、2つの自由度がともに無限大の時、1に等しい。F値
を計算して、F表を用いる場合、分子により大きい分散をおかなければな
らないので、もし、Fが1よりも小さい場合、分子と分母を入れ替えてお
かなければならないことに留意されたい。なお、グラフの形は、2つの自
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由度の大きさによって変ってくる。
　F分布は1920年の初期に、Z分布としてR・A．フィッシャーによって発
案された。後に、スネデカーが、フィシャーとイェイツがつくったZ表
を現在あるようなF表につくりかえた。F分布は主に等分散の検定、3つ
以上の平均値の差の検定に応用される。後者にっいては、分散分析で扱う。
2．等分散の検定
　（1）平均値未知の場合
　2組の母集団（μ1，σ1）、（μ2，σ1）より、それぞれ抽出された2組の
標本について、それらの属する母集団のσ1、σ1分散のあいだに差異があ
るかどうかの検定にっいて考えてみよう。まず、帰無仮説を次のように設
定する。
　　　　　　　　　　　　Ho：σ1＝σ2
つぎに、母集団N（μ1，σ1）より抽出されるπ個の標本変量を
　　渇1，渇2，●●●●●，＆η、
とし、母集団N（μ2，σ1）より抽出される％2個の標本変量を
　　濁1，濁2，●●●●●，濁η2
とする。そして、それぞれの平均を瓦、π2、母分散σ1およびσ1の不偏推
　　　　　　　へ　　　ハ　定量をそれぞれσ1，σ2とすると、
　　δ～一1褒X11－71）2＋（X12－7）2＋…、………＋（X璃一π）2｝
　　　　n1－1
　　δ∫一1愈X21一π）2＋（X22一π）2＋…．……＋（X為一π）2｝
　　　　n2－1
となる。ここで、
　　、～一12匙X11一■1）2＋（X12一ヌ）2＋…．．．…．＋（X1川一7）2｝（6）
　　　　σ
を考えると、これは自由度φ・一nr1のπ2分布に従う。同様に、
　　、；一1、勉、一瓦）2＋（ろ、一ヌ）2＋…＿…＋（㌔一ヌ）2｝（7）
　　　　σ
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を考えると、これは自由度φ2一π2－1のπ2分布に従う。そこで、前述し
たように2つのκ2分布に従う変量の比をつくれば、F分布に従うことにな
る。つまり、
F＝％二蝋、一1）σ～　　　（8）
　　　　梶艦一1）σ∫
は自由度（φ1－nr1、φ2一箆2－1）のF分布に従う。（8）式の後半
は、つぎのようにして導かれている。slおよびslは、それぞれ
　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ル　　　　　Σ（奥、一瓦）2　　　　Σ（ろ、一瓦）2
　　S～＝∫需1　　　　　　　S多＝∫＝1
　　　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
であるから、それぞれ
　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぬ　
　　Σ（奥、一7，）2－n、S～　　Σ（ろ、一瓦）2－n2碑
　　∫＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫＝1
である。これらを君、超のかわりに代入すれば、（8）式の右側の式が
みちびかれる。ここで、（8）式において、帰無仮設Ho：σ1一諺のもと
では
％一1
となるから、（8）式は未知のσ1、σ1の分散が消去され、
F＝啄一1　　　（9）
　　　　咳一1
となる。等分散の検定は、両側検定の場合、有意水準αに対して、自由度
（φ1ニnr1、φ2一％2－1）のF分布表より、
　　P（F＞囎（睾））一号　　P（F＞噌（呈））一号
を満足する2つの境界点畷（P）、瑠（1－P）を見つけて、計算される
Fの値と比較すればよい。すなわち、
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　．F＞珊（α／2）またはF＜1禰（1一α／2）　　ならば、Hoを棄却する
　婿2（1一α／2）＜　F　＜　囎（α／2）　　　ならば、Hoを採択する
と判定すればよい。もし、F＞1ならば、F＞噌（α／2）になるかどう
かを調べればよい。もし、F＜1ならば、F＜増になるかどうかを調べ
ればよい。
　例題1　仕入先Aの製品より、大きさ10の標本を抽出して含有鉄分を
調べたところ、平均値X1と標本標準偏差S1はそれぞれ
　　　　　　X1ニ10g　　　　S1ニ3．2g
であった。一方、仕入先Bの製品より、大きさ17の標本を抽出して含有
鉄分を調べたところ、標本平均値X2と標本標準偏差S2はそれぞれ
　　　　　　X2＝20g　　　　S2＝3．O　g
であった。この2つの仕入先の製品の含有鉄分の目方に散らばりの差があ
るといえるか。有意水準を5％とする。ただし、AおよびBの製品の含
有鉄分の目方は、正規分布に従っているものとする。この場合、2つの集
団の分散は等しいと仮定し、仮説を次のように設定する。
　　｛　　H。：σ～＝σ∫
　　　H1：σ3≠σ3
　っぎに、検定統計量Fの値を求める。（9）式より、
F＝啄一1＝10×（蝋一1＝12
　　　　啄一117×（3％一1
この検定統計量Fは、自由度（φ1－9，φ2＝16）のF分布に従う。この
場合、F＞1であるから、有意水準αニ0．05に対応する自由度（9，16）
のF分布表より、右側の境界点
　　Fl6（0．025）一3．05
を得る。一F＝1．2であるから、
　　Fニ1．2＜Fl6（0．025）一3．05
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∫（F）
2．5％
0
輝，、婁’5％
　　　1．2　　　　　　　3．05
9図　自由度9，16のF分布
F
となって検定統計量Fの値1．2は、9図に示すように、採択域にはいって
いることになる。ゆえに、帰無仮設H・を採択する。したがって、A製品
とB製品の含有鉄分の目方の散らばりに有意な差があるとは認めがたい。
　例題2　A、B2社の社員の中から、無作為にそれぞれ8人と7人を選
んで前年度の所得を調べたところ、つぎの結果を得た。2社の社員の所得
の分布は、それぞれ正規分布に従っているものとし、有意水準5％で検定
してみよう。（単位万円）
A：280320400420470540630700
B：350400450480530580640
A社の所得の分散をσ1、B社の所得の分散をσ1とすると、仮説は次のよ
うになる。
　　｛　　丑。：σ～一σ∫
　　　H1：σ3≠σ3
つぎに標本から次の値を求める。
　　＿　　280＋320＋400＋420＋470＋540＋630＋700　　×1＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝470
　　　　　　　　　　　　　　8
　　n1S3＝（280－470）2＋（320－470）2＋＿＋（700－470）2＝149400
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　　350＋400＋450＋480＋530＋580＋640π＝　　　　　　　　　　　　　　　　＝490　2　　　　　　　　　　　7
n2S∫一（350－490）2＋（400－490）2＋＿＋（640－490）2＝61600
　（7）式に、該当する数値を代入して検定統計量Fの値を求めると、
F＝14940％一1＝1．82
　　　　6160％一1
F＞1であるから、有意水準5％に対応する自由度（7，6）のF分布表
より、右側の境界点
　　Fl（0．025）一5．7
を得る。Fの値と右境界点の大小を比較すると、
　　F－1．82＜Fl（0．025）一5．7
　　　　　　∫（F）
2．5％
0　　　　　1．82　　　　　　　　　　　　　　5，7　　　　F
　10図　自由度7，6のF分布
となって、Fの値1．82は10図に示すように採択域にはいっている。ゆえに、
帰無仮設H。を採択する。したがって、両社の社員の所得の散らばりに差
があるとは認めがたい。
　この例題2のデータは、正規分布であるという仮定の話であり、現実の
所得分布が正規分布であるということではないことに留意されたい。
一361一
沖　津　　　直
　例題3　A、B2台の旋盤で作られる製品の直径を測定して、つぎの結
果を得た。これらの旋盤でできる製品の直径に散らばりの差があるかどう
か。A、Bの旋盤でつくられる製品の直径の分布は、それぞれ正規分布に
従っているものとし、有意水準5％で検定してみよう。
A：8．51、8．51、8．48、8．47、8．50、8．50
B：5．02、5．05、4．99、5．06、4．94
まず、仮説として、
　　｛i　　　∬。：σ～＝σ3
　　　万1：σ3≠σ∫
をたてる。各標本より、刃1又2nlsl、％2slをそれぞれ計算する。
　　一　　 8．51＋8．51＋8．48＋8．47＋8．50＋8．50　　×1＝　　　　　　　　　　　一850　　　　　　　　　　　　6
　　－　　　5．02＋5．05＋4．99＋5．06＋4．94　　×2＝　　　　　　　　　一5．01　　　　　　　　　　　5
　　　　　ガ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　カ　
　　n1S1一Σ（X、、一7）2，n2S∫一Σ（X2、一π2）2
　　　　　∫＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　∫＝1
より、
　6Sl一（8．51－8．50）2＋（8．51－8．50）2＋（8．48－8．50）2＋（8．47－8．50）2＋
　　　　（8．50－8．50）2＋（8．50－8．50）2－0．0015
　5Sl一（5．02－5．01）2＋（5．05－5．01）2＋（5．06－5．01）2＋（4．99－5．01）2＋
　　　　（4．94－5．01）2－0．0095
以上の計算より、（9）式に代入してF検定統計量の値を求めると、
F＝醜1＝α・・％1＝α13
　　　　砺％一1α009％一1
となる。Fl（0．05）ニ9．36であるが、この場合、F＜1であるから、左側
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の境界点を見つけたい。そのために、まず、分子と分母を入れ替えた自由
度（4，5）の上側確率0．025となる右側の境界点
　　Fl（0．025）一7．39
を見つける。それから、（5）式の左側の境界点
　　Fl（0．025）一1／Fl（0．025）一1／7．39－0．14
を求める。この場合11図に示すように
　　F－0．13＜Fl（0．025）一〇．14
∫（F）
2．5％
、淵．裟・5％
　0　　　0．14　　　　　　9．36　　　　　　F
　　O．13
11図　自由度5，4のF分布
となって、Fの値は棄却域にはいっている。ゆえに、帰無仮説H。を棄却
する。したがって、A、B2台の旋盤で作られる製品の直径には、分散の
差があると考えられる。
　この例題3のように、F＜1となると、左側の境界点を求めるのが少し
面倒であると思う人はF＞1になるように分子と分母を逆にして検定を
行うとよい。この例題の場合、
F＝α009％一1＝z92
　　　　0・001％一1
となる。このFは自由度（4，5）のF分布に従う。一方、有意水準5％
の両側検定であるから、右側の境界点F－7．39と観察されるFの値7．92の
大小を比較すると、
　　F－7．92＞Fl（0．025）一7．39
一363一
沖　津　　　直
となる。ゆえに、帰無仮説Hoを棄却する。このようにして同じ結論が得
られる。
　（2）平均値既知の場合
　もし、2組の正規母集団において、平均値μ1、μ2既知の場合、X1、X2
を使う必要はない。この場合、帰無仮説H。：σ1ニσ1だから、
　　、～』㌧愈X11一μ）2＋（X12一μ）2＋．…一．＋（X塙一μ）2／
　　　　σ1
　　、∫一蜘X21一μ2）2＋（X22一μ2）2＋．……＋（X隔一μ2）2｝
　　　　σ2
それぞれ自由度n、と物のπ2分布に従うから、
．ニ％＝加7　　　q．）
　　　　鑓（絢鴫
なる検定統計量を考える。これは、自由度（φ1－n1、φ2＝n2）のF分布
に従う。（10）式をみればわかるように、検定の方式は、平均値未知の場
合と同様であるが、自由度がそれぞれ標本の大きさと同じになっているこ
とである。なお、本来であれば、平均値既知の場合から平均値未知の場合
へと進めるところであるが、実際の問題では未知の場合が多いと思うの
で、あえてここでは未知からはじめた。
　例題4　例題1において、仕入先A、Bの製品の含有鉄分の問題におい
て、2つの正規母集団の母平均が、次に示すように既知のとき有意水準
5％として、検定してみよう。前例題と同様に仮説はつぎのようになる。
　　｛　　　　　　　　　　　　　Ho：σ1＝σ2
　　　　　　　　　　　　　　H1：σ1≠σ2
n1－10、n2－17、Sl－3．2、Sl－3．0
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これらの各数値を使って偏差2乗の合計を求めると、
　　れロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　
　Σ（Xゴーμ）2－10×（3．2）　　Σ（X∫一μ）2－17×（3．0）
　　ゴニ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ずコ　
となるから、観察されるFの値は、
F＝10×（32％＝1．14
　　　　17×（3・0％
∫（F）
2．5％
2．5％
00．284　　　1．14　　　　　　　　　　　　　　2．92
　　　　　　　　　　　　　　　3．52
　　12図　自由度10，17のF分布
F
となる。これは、自由度（10，17）のF分布に従う。この場合、．F＞1で
あるから、上側確率0．025となる右側の境界点
　　Fll（0．025）一2．92
を得る。そして、左側の境界点は、Fll（0．025）一3．52であるから、F∬
（O．025）ニ1／3．52＝0．284である。明らかにF＝1．14よりもはるか左に
ある。したがって、観察されるFの値と右側の境界点の大小を比較する
と、
　　端（0．025）一〇．284＜Fニ1．14　＜　Fil（0．025）一2．92
となって、12図からわかるように、観察されるFの値は、採択域にはいっ
ている。ゆえに、例題1と同様に帰無仮説Hoを採択することになり、同
じ結果となることがわかる。
　これまでの説明では、例題を用いて問題の本質をふまえながら推測統計
の使い方、利用の仕方などを説明してきました。これまでのデータを、た
とえば2つの機械でつくられているビン詰めのコーヒーの正味の重さと
一365一
沖　津 直
か、ある学校におけるある科目の男女別の学生の成績とか、2つの種類の
肥料を施した同じ面積の圃場における収穫高とか、2つの地域におけるガ
ソリンの消費量について差があるかどうか等にも応用することが出来るの
である。
　以上のように、π2分布、‘分布、F分布の重要な標本分布について、2
つの稿にわたって、定義とその性質、現実においてそれらがどのように利
用されているのかを説明してきました。現実の種々の分析において、それ
らの分布表の見方と使い方を理解しておくことが不可欠である。特に、
6分布に関しては、標本の大きさが25よりも小さくてかつ分散が未知の場
合に使用する。そして、標本が極端に小さいほど、6分布の両すその面積
が広く大きくなり、そのぶん推測統計の威力が減殺されることになる。
F分布に関する注意点は、F値はいつも1よりも大きくなるように分母と
分子の位置にもってくるように、それぞれの標本を分析の初めからはっ
きり区別しておくことである。そして、もうひとつは、F値の左境界値を
F分布表から正確に見つけられるようにしておくことである。間違いやす
いし、わかりにくいので注意しておこう。F値のすべての値は、F＞1の
右境界値を示しているので、左境界値については、自由度を逆にして表か
ら右境界値を見つけて、その右境界値の逆数を左境界値にしなければなら
ない。
　x2分布、‘分布、F分布は基本的に正規母集団を前提にしている。しか
し、現実の利用にあたっては、母集団分布が正規分布に従うという理論設
定を厳密に解釈したのでは利用する範囲がかなり狭くなってしまうのであ
まり賢明ではない。この理論設定は、純粋に数学的なものであるので、実
際間題への応用に際しては、母集団のデータのヒストグラムが、大体にお
いて正規分布のような形をしているという程度に考えておいて差し支えな
い。幸い、ここにあげた3つの分布はいずれも頑健な分布であり、母集団
分布が厳密に正規分布でなくてもこれまでの内容が充分に通用するのであ
る。私達の周りには正規分布をする現象あるいはそれに近い現象のものが
一366一
非常に多く、
ある。
　　　　　　　　　　　　　　　κ2分布，云分布，F分布（2）
これらの適用範囲はすこぶる広く飛躍的に拡大しているので
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付　表
亡分　布　表
一1．812 0 1．812 孟
例
自由度がφ一10のとき
　　　　　　P（‘＞1．812）＝0．05
　　　P（‘＜一1．812）一〇．05
謡 ．25 、20 ．15 ．10 ．05 ．025 ．01 ．005 ．0005
1 1，000 1，376 1，963 3，078 6，314 12，706 31，821 63，657 636，619
2 ．816 1，061 1，386 1，886 2，920 4，303 6，965 9，925 31，598
3 ．765 ．978 1，250 1，638 2，353 3，182 4，541 5，841 12，941
4 ．741 ．941 1，190 1，533 2，132 2，776 3，747 4，604 8，610
5 ．727 ．920 L156 1，476 2，015 2，571 3，365 4，032 6，859
6 ．718 ．906 1，134 1，440 L943 2，447 3，143 3，707 5，959
7 ．711 ．896 1，119 1，415 1，895 2，365 2，998 3，499 5，405
8 ．706 ．889 1，108 1，397 1，860 2，306 2，896 3，355 5，041
9 ．703 ，883 1，100 1，383 L833 2，262 2，821 3，250 4，781
10 ．700 ．879 1，093 1，372 1，812 2，228 2，764 3，169 4，587
11 ．697 ．876 1，088 L363 1，796 2，201 2，718 3，106 4，437
12 ．695 ．873 LO83 1，356 1，782 2，179 2，681 3，055 4，318
13 ，694 ．870 1，079 1，350 1，771 2，160 2，650 3，012 4，221
14 ．692 ．868 1，076 ！，345 1，761 2，145 2，624 2，977 4，140
15 ．691 ．866 1，074 1，341 1，753 2，！31 2，602 2，947 4，073
16 ．690 ．865 1，071 1，337 1，746 2，120 2，583 2，921 4，015
17 、689 ．863 LO69 1，333 1，740 2，110 2，567 2，898 3，965
18 ．688 ．862 1，067 1，330 1，734 2，101 2，552 2，878 3，922
19 ．688 ．861 1，066 1，328 1，729 2，093 2，539 2，861 3，883
20 ．687 ．860 LO64 1，325 1，725 2，086 2，528 2，845 3，850
21 、686 ．859 1，063 1，323 L721 2，080 2，518 2，831 3，819
22 ．686 ．858 1，061 1，321 1，717 2，074 2，508 2，819 3，792
23 ．685 ．858 1，060 1，319 1，714 2，069 2，500 2，807 3，767
24 ．685 ．857 1，059 1，318 1，711 2，064 2，492 2，397 3，745
25 ，684 ．856 LO58 1，316 1，708 2，060 2，485 2，787 3，725
26 ．684 ．856 1，058 1，315 1，706 2，056 2，479 2，779 3，707
27 ．684 ．855 1，057 1，314 1，703 2，052 2，473 2，771 3，690
28 ．683 ．855 1，056 1，313 1，701 2，048 2，467 2，763 3，674
29 ．683 ．854 1，055 1，311 1，699 2，045 2，462 2，756 3，659
30 ．683 ．854 1，055 1，310 1，697 2，042 2，457 2，750 3，646
40 ．681 ．851 1，050 1，303 L684 2，021 2，423 2，704 3，551
60 ．679 ．848 1，046 1，296 1，671 2，000 2，390 2，660 3，460
120 ．677 ．845 1，041 1，289 1，658 1，980 2，358 2，617 3，373
oo 、674 ．842 1，036 1，282 1，645 1，960 2，326 2，576 3，291
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κ2分布，‘分布，F分布（2）
付　表
F分　布　表
2．5％
0 F
濃1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1215202430　40　60　120　00％
1648、800．864．900．922．937．948．957．963．969．977，985．993．997．100L1006．1010、1014．1018．1
238．539．039．239．239．39．39．439．439．439．439．439．439．439．539，539，539，539，539．52
317．416．015．415．14．914．714．614．514．514．414．314．314．214．1！4，114，014，013，913．93
412．2lO．69．989．609．369．209．078．98．908．848．758．668．568．518，468，418，368，318．264
510．08．437．767．397．156．986．856．76．686．626．526．436．336．286，236，186，126，076．025
68．817．26．606．235．995．825．705．605．525．465．375．275．175．125，075，014，964，904．856
78．076．545．895．525．295．124．994．904．824．764．674．574．474．424，364，3！4，254，204．147
87．576．065．425．054．824．654．534．434．364．304．204．104．003．953，893，843，783，733．678
97．215．715．084．724．484．324．204．104．03．963．873．773．673．613，563，513，453，393．339
106．945．464．834．474．24．073．953．853．783．723．623．523．423．373，313，263，203，143．0810
116．725．264．634．284．043．883．763．663．593．53．43．33．23．173，123，063，002，942．8811
126．55．104．474．123．893．73．613．513．443．373．283．183．073．02，962，912，852，792．7212
136．414．974．354．003．773．603．483．393．313．253．153．052．952．892，842，782，722，662．6013
146．304．864．243．893．663．503．383．293．213．153．052．952．842．792，732，672，612，552．4914
156．204．764．153．803．583．413．293．203．123．062．962．862．762．702，642，582，522，462．4015
166．124．694．083．73．503．343．223．123．052．992．892．792．682．632，572，512，452，382．3216
176．04．624．013．663．443．283．163．062．982．92．82．72．62．562，502，442，382，322．2517
185．984．563．953．613．383．223．103．012．932．872．772．672．562．502，442，382，322，262．1918
195．924．513．903．563．33．173．052．962．882．82．72．62．512．452，392，332，272，202．1319
205．874．463．863．513．293．13．012．912．842．772．682．572．462．412，352，292，222，162．0920
215．834．423．823．483．253．092．972．872．802．732．642．532．42．372，312，252，182，112．042
225．794．383．783．443．223．052．932．842．762．702．602．502．392．332，272，212，142，082．0022
235．754．353．753．413．183．02．902．812．732．672．572．472．362．302，242，182，112，041．9723
245．724．323．723．383．152．992．872．782．702．642．542．442．332．272，212，！52，082，011．9424
255．694．293．693．353．132．972．852．752．682．612．512．412．302．242．182．122．05L981．9125
265．664．273．673．33．102．942．82．732．652．592．492．392．282．22，162，092，031，951．8826
275．634．243．653．313．082．92．802．712．632．572．472．362．252．192，132，072，001，931．8527
285．614．223．63．293．062．902．782．692．612．552．452．342．232．172，112，051，981，911．8328
295．594．203．613．273．042．882．762．672．592．532．432．32．212．152，092，031，961，891．8129
305．574．183．593．253．032．872．752．652．572．512．412．312．202．142，072，011，941，871．7930
405．424．053．463．132．902．742．62．532．452．392．292．182．072．01．941．881．801．72L6440
605．293．93．343．012．792．632．512．412．332．272．172．061．941．881．821．74L671、581．4860
1205．153．803．232．892．672．52．392．302．22．162．051．941．821．761，691，611，531，431．31120
oo5．023．693．12．792．572．412．292．192．112．051．941．831．71．641，571，481，391，271．00oo
％1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1215202430　40　60　120　00濃
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